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Sucesiones convergentes

Concepto de sucesion

Una sucesion de numeros reales es una aplicacion del conjunto N de los
nameros naturales en R.
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Sucesiones convergentes

Concepto de sucesion

Una sucesion de numeros reales es una aplicacion del conjunto N de los
nameros naturales en R.

Suele usarse la notacién {x,} para representar la aplicaciéon que al nimero
natural n € N hace corresponder el nUmero real x;.
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Sucesiones convergentes

Concepto de sucesion

Una sucesion de numeros reales es una aplicacion del conjunto N de los
nameros naturales en R.

Suele usarse la notacién {x,} para representar la aplicaciéon que al nimero
natural n € N hace corresponder el nUmero real x;.

Dos sucesiones {xn} ¥ {yn} son iguales si para todo n € N se verifica que
Xn = Yn.
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Sucesiones convergentes

Concepto de sucesion
Una sucesion de numeros reales es una aplicacion del conjunto N de los
nameros naturales en R.

Suele usarse la notacién {x,} para representar la aplicaciéon que al nimero
natural n € N hace corresponder el nUmero real x;.

Dos sucesiones {xn} ¥ {yn} son iguales si para todo n € N se verifica que
Xn = Yn.

Es muy importante distinguir entre  {x,}, que es una aplicacién, y los
valores que dicha aplicaciéon toma, es decir su conjunto imag en que es
el conjunto {x, : neN}.
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Sucesiones convergentes

Concepto de sucesion

Una sucesion de numeros reales es una aplicacion del conjunto N de los
nameros naturales en R.

Suele usarse la notacién {x,} para representar la aplicaciéon que al nimero
natural n € N hace corresponder el nUmero real x;.

Dos sucesiones {xn} ¥ {yn} son iguales si para todo n € N se verifica que
Xn = Yn.

Es muy importante distinguir entre  {x,}, que es una aplicacién, y los
valores que dicha aplicaciéon toma, es decir su conjunto imag en que es
el conjunto {x, : neN}.

Por ejemplo, las sucesiones {(—1)"} y{(—1)"*} toman los mismos valores 1
y —1 pero en la primera valen 1 en los lugares pares y —1 en los impares y al
revés en la segunda: son sucesiones distintas.

Javier Pérez Gonzalez Matematicas | Sucesiones de nimeros reales



Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes

esiones de nimeros reales
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que converge a un nimero real x si, dado
cualquier niumero real ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal que sin
es cualquier nimero natural mayor o igual que m, se cumple que
[Xn— X| < &. Simbdlicamente:

‘Vs>0 dm.eN :n>m8=>|xn—x|<s‘
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que converge a un nimero real x si, dado
cualquier niumero real ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal que sin
es cualquier nimero natural mayor o igual que m, se cumple que
[Xn— X| < &. Simbdlicamente:

‘Vs>0 dm.eN :n>m8=>|xn—x|<s‘

Se dice también que el numero x es limite de la sucesién {x,}, y se
escribe lim {x,} = x o, simplemente, lim{x,} = x e incluso, si no hay
n—oo

posibilidad de confusion, {xn} — X.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que converge a un nimero real x si, dado
cualquier niumero real ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal que sin
es cualquier nimero natural mayor o igual que m, se cumple que
[Xn— X| < &. Simbdlicamente:

‘Vs>0 dm.eN :n>m8=>|xn—x|<s‘

Se dice también que el numero x es limite de la sucesién {x,}, y se
escribe lim {x,} = x o, simplemente, lim{x,} = x e incluso, si no hay
n—oo

posibilidad de confusion, {xn} — X.

Una sucesién convergente tiene un unico limite.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que converge a un nimero real x si, dado
cualquier niumero real ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal que sin
es cualquier nimero natural mayor o igual que m, se cumple que
[Xn— X| < &. Simbdlicamente:

‘Vs>0 dm.eN :n>m8=>|xn—x|<s‘

Se dice también que el numero x es limite de la sucesién {x,}, y se
escribe lim {x,} = x o, simplemente, lim{x,} = x e incluso, si no hay
n—oo

posibilidad de confusion, {xn} — X.
Una sucesién convergente tiene un unico limite.

Si cambiamos un nimero finito de términos de una sucesion, la
nueva sucesion asi obtenida es convergente si lo era la de partida y
con su mismo limite.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes y estructura de orden de R
Supongamos que lim{x,} = X, lim{yn} =y y que existe meN tal que

para todo n = m se tiene que x, < y,. Entonces se verifica que
X <y.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes y estructura de orden de R
Supongamos que lim{x,} = X, lim{yn} =y y que existe meN tal que
para todo n = m se tiene que x, < y,. Entonces se verifica que
X <y.

Principio de las sucesiones encajadas.  Supongamos que {Xn},

{¥n}, {zn} son sucesiones tales que lim{x,} = lim{z,} = o y existe un
namero natural mg tal que para todo n = mg se verifica que

entonces se verifica que lim{y,} = a.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

esiones de nimeros reales
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.

- Creciente si Xn < Xp4+1 paratodo neN.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.

- Creciente si Xn < Xp4+1 paratodo neN.

- Estrictamente creciente  si Xp < Xp41 para todo neN.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.

- Creciente si Xn < Xp4+1 paratodo neN.

- Estrictamente creciente  si Xp < Xp41 para todo neN.

- Decreciente si X, = X1 paratodo neN.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.

- Creciente si Xn < Xp4+1 paratodo neN.

- Estrictamente creciente  si Xp < Xp41 para todo neN.

- Decreciente si X, = X1 paratodo neN.

- Estrictamente decreciente  si X, > Xn+1 paratodoneN.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.

- Creciente si Xn < Xp4+1 paratodo neN.

- Estrictamente creciente  si Xp < Xp41 para todo neN.

- Decreciente si X, = X1 paratodo neN.

- Estrictamente decreciente  si X, > Xn+1 paratodoneN.

- Monétona si es creciente o decreciente.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.

- Creciente si Xn < Xp4+1 paratodo neN.

- Estrictamente creciente  si Xp < Xp41 para todo neN.

- Decreciente si X, = X1 paratodo neN.

- Estrictamente decreciente  si X, > Xn+1 paratodoneN.

- Monétona si es creciente o decreciente.

- Estrictamente moné6tona  si es estrictamente creciente o
decreciente.
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Sucesiones convergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:

- Mayorada o acotada superiormente  si su conjunto imagen esta
mayorado, es decir, si hay un nimero p € R tal que x, < u para todo
neN.

- Minorada o acotada inferiormente  si su conjunto imagen esta
minorado, es decir, si hay un numero A € R tal que A < x, para todo
neN.

- Acotada si su conjunto imagen esta acotado, equivalentemente, si
hay un nimero M € R* tal que |xn| <M paratodoneN.

- Creciente si Xn < Xp4+1 paratodo neN.

- Estrictamente creciente  si Xp < Xp41 para todo neN.

- Decreciente si X, = X1 paratodo neN.

- Estrictamente decreciente  si X, > Xn+1 paratodoneN.

- Monétona si es creciente o decreciente.

- Estrictamente moné6tona  si es estrictamente creciente o
decreciente.

Javier Pérez Gonzalez Matematicas | Sucesiones de nimeros reales



Sucesiones convergentes

Convergencia de las sucesiones mondétonas

Toda sucesién monétona y acotada es convergente. Mas
concretamente, si una sucesion {x,} es:
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Sucesiones convergentes

Convergencia de las sucesiones mondétonas

Toda sucesién monétona y acotada es convergente. Mas
concretamente, si una sucesion {x,} es:

i) Creciente y mayorada, entonces lim{x,} = g, donde

B = sup{x, : neN}.
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Sucesiones convergentes

Convergencia de las sucesiones mondétonas

Toda sucesién monétona y acotada es convergente. Mas
concretamente, si una sucesion {x,} es:

i) Creciente y mayorada, entonces lim{x,} = g, donde
B = sup{x, : neN}.
i) Decreciente y minorada, entonces lim{x,} = «, donde

a = inf{x, : neN}.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones parciales

Sea {Xn} una sucesion; dada una aplicaciéon o :N — N estrictamente
creciente, la sucesién que a cada nimero natural n hace
corresponder el nimero real X, Se representa por {X,m)} y se dice
gue es una sucesion parcial o0 una subsucesion de {Xp}.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones parciales

Sea {Xn} una sucesion; dada una aplicaciéon o :N — N estrictamente
creciente, la sucesién que a cada nimero natural n hace
corresponder el nimero real X, Se representa por {X,m)} y se dice
gue es una sucesion parcial o0 una subsucesion de {Xp}.

Observa que {X,n)} NO es otra cosa que la composicion de las
aplicaciones {x,} y o, esto es, {X,m)} = {Xn} 0 0.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones parciales

Sea {Xn} una sucesion; dada una aplicaciéon o :N — N estrictamente
creciente, la sucesién que a cada nimero natural n hace
corresponder el nimero real X, Se representa por {X,m)} y se dice
gue es una sucesion parcial o0 una subsucesion de {Xp}.

Observa que {X,n)} NO es otra cosa que la composicion de las
aplicaciones {x,} y o, esto es, {X,m)} = {Xn} 0 0.

Si lim{x,} = x, toda sucesién parcial de {x,} también converge a Xx.
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Sucesiones convergentes

Toda sucesion de nimeros reales tiene una sucesion parcial monétona.

01234567 8 91011121314151617181920
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Sucesiones convergentes

Teorema de Bolzano - Weierstrass

Toda sucesion acotada de numeros reales tiene alguna sucesi on
parcial convergente.
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Sucesiones convergentes

Teorema de complitud de R

Se dice que una sucesioén {x,} satisface la condicion de Cauchy , si
para cada namero positivo, ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal
que para todos p,geN con p=m,y q=m, se verifica que

X —Xq| <.

Javier Pérez Gonzalez Matematicas | Sucesiones de nimeros reales



Sucesiones convergentes

Teorema de complitud de R

Se dice que una sucesioén {x,} satisface la condicion de Cauchy , si
para cada namero positivo, ¢ > 0, existe un nimero natural m, tal
que para todos p,geN con p=m,y q=m, se verifica que

X —Xq| <.

Una sucesion de nimeros reales es convergente si, y solo si,
verifica la condicién de Cauchy.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes y estructura algebraica de R
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes y estructura algebraica de R

Dadas dos sucesiones {Xn} € {Yn}, se define su suma como la
sucesion {Xn+ yn} y su producto como la sucesion {Xnyn}.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes y estructura algebraica de R

Dadas dos sucesiones {Xn} € {Yn}, se define su suma como la
sucesion {Xn+ yn} y su producto como la sucesion {Xnyn}.

El producto de una sucesion convergente a cero por una sucesion
acotada es una sucesion convergente a cero.
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Sucesiones convergentes

Sucesiones convergentes y estructura algebraica de R

Dadas dos sucesiones {Xn} € {Yn}, se define su suma como la
sucesion {Xn+ yn} y su producto como la sucesion {Xnyn}.

El producto de una sucesion convergente a cero por una sucesion
acotada es una sucesion convergente a cero.

Supongamos que lim{x,} = x y lim{y,} = y. Entonces se verifica
que:
im{Xn+Yyn} =X +y, lim{Xayn} = xy.

Si ademas suponemos que y # 0, entonces lim{x,/yn} = X/y.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones divergentes

esiones de nimeros reales
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones divergentes

Una sucesion {x,} se dice que es:
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones divergentes
Una sucesion {x,} se dice que es:

Positivamente divergente ,y escribimos {x,} — +o0, si para todo
namero real K >0 existe un nimero natural mg €N, tal que para
todo neN con n=mg se verifica que x,=>K.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones divergentes
Una sucesion {x,} se dice que es:

Positivamente divergente ,y escribimos {x,} — +o0, si para todo
namero real K >0 existe un nimero natural mg €N, tal que para
todo neN con n=mg se verifica que x,=>K.

Negativamente divergente ,y escribimos {x,} — —oo, Si para todo
ndmero real K <0 existe un nimero natural mg €N, tal que para
todo neN con n=mg se verifica que x,<K.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones divergentes
Una sucesion {x,} se dice que es:

Positivamente divergente ,y escribimos {x,} — +o0, si para todo
namero real K >0 existe un nimero natural mg €N, tal que para
todo neN con n=mg se verifica que x,=>K.

Negativamente divergente ,y escribimos {x,} — —oo, Si para todo
ndmero real K <0 existe un nimero natural mg €N, tal que para
todo neN con n=mg se verifica que x,<K.

Diremos que una sucesion es divergente para indicar que es
positivamente o negativamente divergente.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Propiedades de las sucesiones divergentes
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Propiedades de las sucesiones divergentes

{|Xn|} = +o0 si,ysblosi, {1/x,} — 0.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Propiedades de las sucesiones divergentes
{|Xn|} = +o0 si,ysblosi, {1/x,} — 0.

La suma de una sucesion divergente con una sucesién acotada es
una sucesion divergente del mismo tipo.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Propiedades de las sucesiones divergentes
{|Xn|} = +o0 si,ysblosi, {1/x,} — 0.

La suma de una sucesion divergente con una sucesién acotada es
una sucesion divergente del mismo tipo.

La suma de una sucesion positivamente divergente con una sucesion
minorada es otra sucesion positivamente divergente. En particular, la
suma de dos sucesiones positivamente divergentes es otra sucesion
positivamente divergente.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Propiedades de las sucesiones divergentes
{|Xn|} = +o0 si,ysblosi, {1/x,} — 0.

La suma de una sucesion divergente con una sucesién acotada es
una sucesion divergente del mismo tipo.

La suma de una sucesion positivamente divergente con una sucesion
minorada es otra sucesion positivamente divergente. En particular, la
suma de dos sucesiones positivamente divergentes es otra sucesion
positivamente divergente.

El producto de dos sucesiones positivamente divergentes es otra
sucesioén positivamente divergente.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Propiedades de las sucesiones divergentes
{|Xn|} = +o0 si,ysblosi, {1/x,} — 0.

La suma de una sucesion divergente con una sucesién acotada es
una sucesion divergente del mismo tipo.

La suma de una sucesion positivamente divergente con una sucesion
minorada es otra sucesion positivamente divergente. En particular, la
suma de dos sucesiones positivamente divergentes es otra sucesion
positivamente divergente.

El producto de dos sucesiones positivamente divergentes es otra
sucesioén positivamente divergente.

El producto de una sucesién positivamente divergente por una
sucesion que converge a un nUmero positivo es otra sucesion
positivamente divergente.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones asintéticamente equivalentes

Diremos que {xn} es asintéticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones asintéticamente equivalentes

Diremos que {xn} es asintéticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesién cualquiera. Se verifica que:
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones asintéticamente equivalentes
Diremos que {xn} es asintéticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesién cualquiera. Se verifica que:

@ {Xnzn} es convergente si, y soélo si, {ynzn} €s convergente, en
Cuyo caso ambas sucesiones tienen el mismo limite.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones asintéticamente equivalentes

Diremos que {xn} es asintéticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesién cualquiera. Se verifica que:

@ {Xnzn} es convergente si, y soélo si, {ynzn} €s convergente, en
Cuyo caso ambas sucesiones tienen el mismo limite.

@ {Xnzn} es divergente si, y solo si, {ynz,} es divergente, en cuyo
caso ambas sucesiones son divergentes del mismo tipo.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Sucesiones asintéticamente equivalentes

Diremos que {xn} es asintéticamente equivalente a {yn},y
escribiremos simbolicamente {Xn} ~ {Yn}, Si {Xn/yn} — 1.

Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una
sucesién cualquiera. Se verifica que:

@ {Xnzn} es convergente si, y soélo si, {ynzn} €s convergente, en
Cuyo caso ambas sucesiones tienen el mismo limite.

@ {Xnzn} es divergente si, y solo si, {ynz,} es divergente, en cuyo
caso ambas sucesiones son divergentes del mismo tipo.

@ En particular, {x,} es convergente (resp. divergente) si, y solo si,
{yn} es convergente (resp. divergente), en cuyo caso ambas
tienen igual limite (resp. son divergentes del mismo tipo).
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Indeterminaciones

Si {Xn} = 400y {yn} — —o0 ello no proporciona ninguna informacién
sobre el comportamiento de la sucesion {x, + yn} la cual se dice que
es una indeterminacion del tipo  “oco—o0”.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Indeterminaciones

Si {Xn} = 400y {yn} — —o0 ello no proporciona ninguna informacién
sobre el comportamiento de la sucesion {x, + yn} la cual se dice que
es una indeterminacion del tipo  “oco—o0”.

Si {xn} =0y {yn} es divergente, ello no proporciona ninguna
informacion sobre el comportamiento de la sucesion {x,yn}; la cual
se dice que es una indeterminacion del tipo  “0o0”.
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

Indeterminaciones

Si {Xn} = 400y {yn} — —o0 ello no proporciona ninguna informacién
sobre el comportamiento de la sucesion {x, + yn} la cual se dice que
es una indeterminacion del tipo  “oco—o0”.

Si {xn} =0y {yn} es divergente, ello no proporciona ninguna
informacion sobre el comportamiento de la sucesion {x,yn}; la cual
se dice que es una indeterminacion del tipo  “0o0”.

El cociente de dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que
convergen a cero da lugar a las indeterminaciones de los tipos
“w/w“’ “ O/OHI
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

El siguiente criterio resuelve a veces la indeterminacion —

213
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

El siguiente criterio resuelve a veces la indeterminacion —

213

Criterio de Stolz
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

El siguiente criterio resuelve a veces la indeterminacion —

213

Criterio de Stolz

Sean {y,} estrictamente creciente con {y,} — +o0 Yy {X,} cualquier
sucesion. Supongamos que

{M} —-LeRU{—o0, +0}
Yn+1—Yn

. L X
Entonces se verifica también que {y—”} — L.
n
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

El siguiente criterio resuelve a veces la indeterminacion —

213

Criterio de Stolz

Sean {y,} estrictamente creciente con {y,} — +o0 Yy {X,} cualquier
sucesion. Supongamos que

{M} —-LeRU{—o0, +0}
Yn+1—Yn

. L X
Entonces se verifica también que {y—”} — L.
n

Criterio de la media aritmética
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Sucesiones divergentes. Indeterminaciones

El siguiente criterio resuelve a veces la indeterminacion —

213

Criterio de Stolz

Sean {y,} estrictamente creciente con {y,} — +o0 Yy {X,} cualquier
sucesion. Supongamos que

{Xn+l — Xn

} —-LeRU{—o0, +0}
Yn+1—Yn

. L X
Entonces se verifica también que {y—”} — L.
n

Criterio de la media aritmética

Supongamos que {a,} - L € R U {—o0, +00}. Entonces se verifica
que

{a1+az+---+an}
- — L.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:

@ f es continua en a.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:

@ f es continua en a.

@ Para toda sucesioén {x,} de puntos de | tal que {x,} — a, se
verifica que {f (xn)} — f(a).
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:

@ f es continua en a.

@ Para toda sucesioén {x,} de puntos de | tal que {x,} — a, se
verifica que {f (xn)} — f(a).
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:

@ f es continua en a.

@ Para toda sucesioén {x,} de puntos de | tal que {x,} — a, se
verifica que {f (xn)} — f(a).
Podemos expresar este resultado como sigue: la continuidad
permuta con el limite secuencial, esto es, si f es continua entonces:

Jm_f0) = 1(,fim )
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:

@ f es continua en a.
@ Para toda sucesioén {x,} de puntos de | tal que {x,} — a, se

verifica que {f (xn)} — f(a).

Podemos expresar este resultado como sigue: la continuidad
permuta con el limite secuencial, esto es, si f es continua entonces:
lim f(xp) =f( lim x

n—o00 ( n) (n—>oo n)
Sucesiones y limite funcional

Seaf :| — R unafuncidony sean a,LeR U {400, —oco}. Equivalen
las afirmaciones:
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:

@ f es continua en a.

@ Para toda sucesioén {x,} de puntos de | tal que {x,} — a, se
verifica que {f (xn)} — f(a).
Podemos expresar este resultado como sigue: la continuidad
permuta con el limite secuencial, esto es, si f es continua entonces:

Jim ) = ( Jim_ )
Sucesiones y limite funcional

Seaf :| — R unafuncidony sean a,LeR U {400, —oco}. Equivalen
las afirmaciones:

@ limf(x) = L.
X—a
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Continuidad y sucesiones
Seaf : |1 — R unafuncién y sea acl. Equivalen las afirmaciones:

@ f es continua en a.

@ Para toda sucesioén {x,} de puntos de | tal que {x,} — a, se
verifica que {f (xn)} — f(a).
Podemos expresar este resultado como sigue: la continuidad
permuta con el limite secuencial, esto es, si f es continua entonces:

Jim ) = ( Jim_ )
Sucesiones y limite funcional

Seaf :| — R unafuncidony sean a,LeR U {400, —oco}. Equivalen
las afirmaciones:

) XIiLnaf(x) =L.
@ Para toda sucesion {x,} de puntos de | tal que {x,} — a con
Xn # &, se verifica que {f(xn)} — L.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos

Para toda sucesion {x,} se verifica que:
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos

Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos

Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
@ {Xp} > +00 < {&"} - +o0.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos
Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
@ {Xp} > +00 < {&"} - +o0.
@ {Xp} >—00 < {e*} —0.

Javier Pérez Gonzalez Matematicas | Sucesiones de nimeros reales



Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos
Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
@ {Xp} > +00 < {&"} - +o0.
@ {Xp} >—00 < {e*} —0.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos

Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
@ {Xp} > +00 < {&"} - +o0.
@ {Xp} >—00 < {e*} —0.

Para toda sucesion de numeros positivos {x,} se verifica que:

Javier Pérez Gonzalez Matematicas | Sucesiones de nimeros reales



Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos
Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
@ {Xp} > +00 < {&"} - +o0.
@ {Xp} >—00 < {e*} —0.
Para toda sucesion de numeros positivos {x,} se verifica que:
@ {Xn} = x > 0 <= {log(xn)} — logx.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos

Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
@ {Xp} > +00 < {&"} - +o0.
@ {Xp} >—00 < {e*} —0.

Para toda sucesion de numeros positivos {x,} se verifica que:
@ {Xn} = x > 0 <= {log(xn)} — logx.
@ {Xn} = +oo < {log(xn)} — +o0.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de exponenciales y logaritmos

Para toda sucesion {x,} se verifica que:
@ {Xp} > X < {e} —» eX.
@ {Xp} > +00 < {&"} - +o0.
@ {Xp} >—00 < {e*} —0.

Para toda sucesion de numeros positivos {x,} se verifica que:
@ {Xp} = X > 0 < {log(xn)} — logx.
@ {Xn} > +o0 < {log(xn)} — +o0.
@ {Xn} >0 < {log(xn)} — —o0.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de la media geométrica

esiones de nimeros reales

Gonzélez Matematicas |



Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de la media geométrica

@ Sea {a,} es una sucesion de nimeros positivos tal que
{an} - L € R U {+oc}. Entonces se verifica que

{"alaz...an}—>L.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de la media geométrica

@ Sea {a,} es una sucesion de nimeros positivos tal que
{an} - L € R U {+oc}. Entonces se verifica que

{"alaz...an}—>L.

Xn+1

@ Supongamos que X, >0y { } — LeRE U {+o0}.

n
Entonces se verifica que {v/Xn } — L.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

El nimero e

., 1\" . .
La sucesion x, = (1 + o es estrictamente creciente.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

El nimero e

., 1\" . .
La sucesion x, = (1 + o es estrictamente creciente.

g 1)\t . .
La sucesion Yn = (1 + ﬁ) es estrictamente decreciente.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

El nimero e

., 1\" . .
La sucesion x, = (1 + o es estrictamente creciente.

La sucesion y,

1 n+1
(1 + ﬁ) es estrictamente decreciente.

Ambas sucesiones son convergentes y se verifica que:
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

El nimero e

., 1\" . .
La sucesion x, = (1 + o es estrictamente creciente.

La sucesion y,

1 n+1
(1 + ﬁ) es estrictamente decreciente.

Ambas sucesiones son convergentes y se verifica que:

) 1 n . 1 n+1
lim (1+—) =I|m(1+—) =e
n n
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

El nimero e

., 1\" . .
La sucesion x, = (1 + o es estrictamente creciente.

La sucesion y,

1 n+1
(1 + ﬁ) es estrictamente decreciente.

Ambas sucesiones son convergentes y se verifica que:

) 1 n . 1 n+1
lim (1+—) =I|m(1+—) =e
n n

En consecuencia, para todos n,meN se verifica que:
1 n 1 m+1
(1+—) <e<(1+—)
n m
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de potencias

Xr){n = exp(yn log(xn))

Es una indeterminacion cuando {y, log(xn)} es una indeterminacion
del tipo “0 c0”, lo que ocurre cuando:
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de potencias

Xr){n = exp(yn log(xn))

Es una indeterminacion cuando {y, log(xn)} es una indeterminacion
del tipo “0 c0”, lo que ocurre cuando:

@ {Xn} = 1, {|yn|} = +oo (indeterminacién “1°°")
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de potencias

Xr){n = exp(yn log(xn))

Es una indeterminacion cuando {y, log(xn)} es una indeterminacion
del tipo “0 c0”, lo que ocurre cuando:

@ {Xn} = 1, {|yn|} = +oo (indeterminacién “1°°")
® {Xn} — +00, {yn} — 0 (indeterminacion “oc®”
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Sucesiones de potencias

Xa" = exp(yn 10g(Xn))
Es una indeterminacion cuando {y, log(xn)} es una indeterminacion
del tipo “0 c0”, lo que ocurre cuando:
@ {Xn} = 1, {|yn|} = +oo (indeterminacién “1°°")
@ {X3} = 400, {yn} — 0 (indeterminacion “oo?”
@ {Xn} — 0, {yn} — 0 (indeterminacion “0°”)
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de equivalencia logaritmica

Permite resolver en muchos casos las indeterminaciones “1°°"y
" O ()O"_
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de equivalencia logaritmica

Permite resolver en muchos casos las indeterminaciones “1°°"y
" O ()O"_

Sean {xn} una sucesion de nimeros positivos distintos de 1 que
converge a 1, {yn} una sucesion cualquiera y L un nimero real.
Entonces se tiene que:
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de equivalencia logaritmica

Permite resolver en muchos casos las indeterminaciones “1°°"y
" O ()O"_

Sean {xn} una sucesion de nimeros positivos distintos de 1 que
converge a 1, {yn} una sucesion cualquiera y L un nimero real.
Entonces se tiene que:

@ lim{x"} = et <= lim{y,(xn — 1)} = L.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de equivalencia logaritmica

Permite resolver en muchos casos las indeterminaciones “1°°"y
" O ()O"_

Sean {xn} una sucesion de nimeros positivos distintos de 1 que
converge a 1, {yn} una sucesion cualquiera y L un nimero real.
Entonces se tiene que:

@ lim{x"} = et <= lim{y,(xn — 1)} = L.
0 {X3"} = +00 <= {yn(Xn — 1)} > +o0.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Criterio de equivalencia logaritmica

Permite resolver en muchos casos las indeterminaciones “1°°"y
" O ()O"_

Sean {xn} una sucesion de nimeros positivos distintos de 1 que
converge a 1, {yn} una sucesion cualquiera y L un nimero real.
Entonces se tiene que:

@ lim{x"} = et <= lim{y,(xn — 1)} = L.
° {Xr){n} — 400 & {yn(Xn — 1)} — +oo.
) {x%’”} — 0 <= {yn(Xp — 1)} > —cc.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Limites frecuentes

Para toda sucesion {x,} — 0 se verifica que:

_ senx
lim =/ =1
n—oo  Xp
. tg X
lim 9% _ 4
n—oo  Xp
Xn — SEN Xp

arcsen X
im —— =

n—o0 Xn

arctg x,

n—o00 Xn

=1

14+x)%—1
lim %=a
n—o00 Xn

log(1 + Xn) — Xn

lim —————— = —

n— o0 Xr%

i l—cosxn 1

n—|>oo Xr% 2
et —1

lim =1
n—o00 Xn

. log(1 + x

||m M =1
n—o00 Xn
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Estrategia
Una estrategia para calcular limites de sucesiones consiste en
convertir el limite de la sucesioén que tienes que calcular en un caso
particular de un limite funcional.

Javier Pérez Gonzalez Matematicas | Sucesiones de nimeros reales



Sucesiones, continuidad y limite funcional

Estrategia
Una estrategia para calcular limites de sucesiones consiste en
convertir el limite de la sucesioén que tienes que calcular en un caso
particular de un limite funcional.

Segun esta estrategia, para calcular el limite de una sucesion {y,} lo
gue hay que hacer es relacionar dicho limite con un limite funcional.
Debemos inventarnos una funcion, f, y una sucesién {x,} — a, de
forma que se tenga y, = f(x,). Entonces, podemos asegurar que Si
lim f(x) = «, también es lim{y,} = «.

X—a
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Técnicas para calcular limites de sucesiones

Las siguientes estrategias son (tiles para calcular limites :
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Técnicas para calcular limites de sucesiones

Las siguientes estrategias son (tiles para calcular limites :

@ Usa las equivalencias asintéticas para sustituir en un producto
de varias sucesiones las que queramos por otras que sean
asintoticamente equivalentes. Las siguientes equivalencias
asintoticas se usan constantemente:

{Xn} — 0 - N1+ x,) ~ Xn
{Xn} —> 0 — e*n —1 ~ Xn
{Xn} > 1 == IN(Xn) ~ Xp—1
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Técnicas para calcular limites de sucesiones

Las siguientes estrategias son (tiles para calcular limites :

@ Usa las equivalencias asintéticas para sustituir en un producto
de varias sucesiones las que queramos por otras que sean
asintoticamente equivalentes. Las siguientes equivalencias
asintoticas se usan constantemente:

{Xn} =0 - N1+ x,) ~ Xn
{Xn} =0 = en—-1 ~  Xp
{Xn} > 1 == IN(Xn) ~ Xp—1
@ Los criterios de equivalencia logaritmica, de Stolz y de las

medias aritmética y geométrica son muy Utiles para calcular
limites de sucesiones.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Técnicas para calcular limites de sucesiones

Las siguientes estrategias son (tiles para calcular limites :

@ Usa las equivalencias asintéticas para sustituir en un producto
de varias sucesiones las que queramos por otras que sean
asintoticamente equivalentes. Las siguientes equivalencias
asintoticas se usan constantemente:

{Xn} —> 0 == N1+ xp) ~ Xn
{Xn} =0 — e*n —1 ~ Xn
{Xn} > 1 == IN(Xn) ~ Xp—1

@ Los criterios de equivalencia logaritmica, de Stolz y de las
medias aritmética y geométrica son muy Utiles para calcular
limites de sucesiones.

@ Convierte el limite de la sucesién en un caso particular de un
limite funcional.
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Ejercicios

Ejercicio 1. Estudia el comportamiento de la sucesién {

ﬂﬂ}

Q(n)

donde P y Q son funciones polinébmicas.
Ejercicio 2. SeakeN yaeR con |a|] < 1. Calcula el limite de la
sucesion {x,} dada por x, = nka".
Ejercicio 3. Calcula los limites de las sucesiones:

5n + (_3)n
b) Y = v (V407 +3 — v/2n).
n+1 n+2 n+n
n2+1 n2+2 ' nZ+n’

d) up = va"+b" (a>0,b>0)

a) X, =

C) Zn=
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Sucesiones, continuidad y limite funcional

Ejercicios

Calcula los limites de las sucesiones:

— log(n + 1)\""°9" | @3n)!
X”Z\/ﬁ(sn—i_l_%); ynz( gI(ogn )) P = ((5n))3n
1+5+5+-++

In(n)

12 422432 ... 4 n2\" 1\ . —

1d+2(1+3d+___+nd
Xn= n()t+l (Oé>—1); yn=
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